
TRABAJOS DE INVESTIGACION OPERATIVA 
VoL 7, n~m. 1, 1992, pp. 17 a 29 

A N A L I S I S  D E  S E N S I B I L I D A D  D E  LAS S O L U C I O N E S  

D E L  P R O B L E M A  L I N E A L  M U L T I P L E  O R D E N A D O  

F. R. FERNANDEZ GARCtA Y J. PUERTO ALBANDOZ 
Depto. de Estadistica e I. O. 
Universidad de Sevilla. Spain 

RESUMEN 

Partiendo del problema de programaci6n lineal multiobjetivo bajo incerti- 
dumbre y definiendo la utilidad de una decisi6n factible x, como el k-6simo 
valor ordenado del vector (clx, cZx ..... cPx), estudiamos en este trabajo el 
problema mt~ltiple planteado en el caso de un conocimiento incompleto de los 
objetivos, asi como la sensibilidad de una soluci6n 6ptima en relaci6n con dicho 
conocimiento parcial. 
Palabras clave: Programaci6n Lineal, Teoria de Decisi6n, An/tlisis de Sensibi- 
lidad. 
Clasificaci6n AMS: 90C05, 62C99. 

ABSTRACT 

In this paper we present the Ordered Multiobjective Linear Prooramming, 
where the utility function in x, is given by the k-th lowest value of the vector 
(clx, c2x ..... cPx). We study the problem in the case of partial knowledge of the 
objectives and make sensitivity analysis of optimal solutions and regions under 
this formulation with partial knowledge. 
Key words: Vector Linear Programming, Decision Theory, Sensitivity Analysis. 
AMS Clasification: 90C05, 62C99. 
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1. I N T R O D U C C I O N  

Los criterios de decisi6n en ambiente de incertidumbre Milnor 
(1954), cuando se emplean para resolver el problema de programaci6n 
lineal mfiltiple 

(P) <<OptimizaD> {clx,  C2X, ..., cPx} sujeto a A x  <~ b , x >i 0 

presentan la dificultad de proporcionar un flnico punto eficiente, por lo 
que se han realizado generalizaciones de los mismos para que como 
resultado de estudios paramStricos se obtengan todos los puntos eficien- 
tes del problema (P). En esta direcci6n encontramos en la literatura, al 
trabajar con el criterio minimax o minimin, desarrollos que conducen a 
los procedimientos de Tchebycheff de Steuer y Choo (1983). 

En la misma linea el criterio introducido por Puerto (1990), consigue 
el conjunto de puntos eficientes del problema lineal multiobjetivo al 
ponderar los objetivos cix, i = 1 .... , p y escoger la mejor decisi6n como 
generalizaci6n de los criterios de Wald (1950). Este presenta la dificultad 
sobre los criterios clfisicos (primero y filtimo), de que la funci6n de 
utilidad no es convexa, aunque su optimizaci6n puede ser estudiada al 
ser lineal sobre regiones convexas del espacio de alternativas. 

Dicho criterio estfi estrechamente relacionado, y 6ste es el prop6sito 
del presente trabajo, con el problema lineal multiobjetivo con conoci- 
miento incompleto, el que siguiendo a Kmietowicz y Pearman (1981) se 
define como un problema en el que existe un cierto orden de preferencia 
entre los objetivos (importancia ordinal), sin que podamos determinar 
los pesos de importancia de los mismos (importancia cardinal entre 
objetivos). 

E1 objetivo de este trabajo es el estudio de la sensibilidad de las 
variaciones ordinales de  los objetivos de (P), segfln los cambios en las 
valoraciones de la soluci6n del problema lineal ordenado. Lo que supo- 
ne un anfilisis de sensibilidad de una soluci6n asociada a un orden dado 
entre objetivos. 

E1 trabajo consta de tres partes. En la primera de ellas formulamos 
el problema lineal ordenado, en la segunda se estudia la sensibilidad de 
las soluciones y regiones ordenadas para este problema, presentando en 
la tercera un algoritmo para la enumeraci6n de las regiones 6ptimas del 
mismo. 
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2. PROBLEMA LINEAL ORDENADO 

En el proceso de destacar una soluci6n eficiente del problema mul- 
tiobjetivo: 

.max>> {c lx ,  c2x, ..., cPx} su j e toa  A x  <~ b , x >~ O (P) 

siendo C = (c 1, c 2, ..., cP) 'e~v• ., xeR" ,  b efl~ m, AeMm• .. 

Consideremos la funci6n de utilidad asociada al criterio k-6simo: 

Uk(X ) = C"~X siendo c" 'x  <~ c~'~x <~ ... ~ c""x 

N6tese que para el elemento x, la funci6n estfi valorada por alguno de 
los p-criterios. 

Definimos el problema de programaci6n lineal ordenado con el cri- 
terio k-6simo, Pk como 

max Uk(X ) su j e toa  A x  <<. b , x >~O (Pk) 

Este es un problema de programaci6n no convexa, con restricciones 
lineales. No  obstante puede demostrarse f~icilmente que este problema 
es lineal sobre ciertas particiones de •", aunque en cada una de elias la 
funci6n objetivo sea diferente. La soluci6n de este problema se consigue 
con un algoritmo enumerativo de bfisqueda en profundidad en firboles 
con sondeo sobre las soluciones (Puerto, 1990). 

Especial importancia tiene el estudiar las soluciones del problema (P) 
que verifiquen un cierto orden entre los objetivos: c ~ x  <<. c~2x <<.... <<. 

<<. c~px, donde tr = (o" 1 ..... ap)ePerm (1..p) conjunto de permutaciones de 
los indices 1..p. Esta formulaci6n se conoce en la literatura como problema 
mfiltiple con informaci6n parcial y lo representamos por (P; c ' ' ,  c "2 .... , c'p). 
Igualmente importante resulta el establecer intervalos de variaci6n de la 
soluci6n y su funci6n objetivo, bajo los cuales no se modifique el orden, o 
que a lo sumo produzcan cambios entre 6rdenes consecutivos. 

Para  dar  soluci6n a este problema se suelen emplear criterios de tipo 
lexicogrfifico, pero esta aproximaci6n tiene el inconveniente de trabajar 
s61o con objetivos extremos; por lo que proponemos emplear el criterio 
k-6simo. A1 desear optimizar dicho objetivo diremos estar considerando 
el problema (P; c ~', ..., c~;  c ~) y denotamos su soluci6n 
x(P; c ~'', ..., c'"; c~'~). Esta soluci6n conlleva una ordenaci6n tr de las 
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funciones objetivo del problema (P) y determina una regi6n ordenada, 
S o, dada por el conjunto de puntos 

S .  = S c~ C o 

siendo C ,  = { x  e Rn: C ~ - C~ ~ O, ..., CtTP IX - -  C~PX ~ O} y S = 

= { x ~ R " : A x < ~ b , x > ~ O } .  

3. SENSlBILIDAD DE LAS S O L U C I O N E S  Y R E G I O N E S  DEL 
PROBLEMA LINEAL MULTIPLE CON EL CRITERIO K-ESIMO 

Para el estudio de la sensibilidad de (P; c ~ c ~ ..., c~ c ~ 
necesitamos considerar el problema mflltiple con todos los objetivos de 
(P), sobre esta regi6n factible. 

Consideraremos que la matriz A de restricciones del problema, posee 
una descomposici6n .4 = [B, N]; donde B son las columnas correspon- 
dientes a la base 6ptima del problema, N las correspondientes a las 
columnas no bfisicas y x s .  la r-6sima variable de la base 6ptima del 
problema (P; c ~ .... , c~ c~ De igual forma descomponemos C = [Cn, 
CN]. Adem~is denotaremos por fi-el vector de t6rminos independientes 
(RHS), por ~ = B - 1 ~  el t6rmino independiente en la soluci6n 6ptima y 
por y j  la columna j-6sima de .4, que se obtiene al ser multiplicada por 
la inversa de la base 6ptima. Una representaci6n tabular pormenorizada 
de todos los elementos de este problema seria la que exponemos a 
continuaci6n: 

Variables Holguras Holguras 
de restricciones de restricciones 

problemas A x  <<. b del orden 

Coeticiente 
de objetivos 

Restricciones 
originales 
del problema 

Restricciones 
de orden 

Costes 
sombra de 
objetivos 

C 0 

A I 

C ~ -  C j 0 

Z - C  

0 RHS 

0 b 

I 0 
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- L [- AC i 0I 0-]~ Ib0] N6tese que A = [ C i _  l l Y  que b-= . Adem~s denota- 

remos por O,j  = - - ,  C.j la columna j-6sima de C y Z.j = Cay J. 
Yr~ 

En esta secci6n estudiamos las variaciones que admite la soluci6n 
x(P; c "1, ..., c~ c ~ manteniendo la ordenaci6n actual del objetivo c ok 
permitiendo desplazamientos a trav6s de aristas. Asimismo estudiamos 
c6mo estas variaciones afectan a l a s  restantes funciones objetivo. 

En el caso en que la soluci6n sea un v6rtice de S, es f~cil probar que 
la sensibilidad vendr~i dada por las variables de holgura de las restric- 
c/ones que determinan los 6rdenes, estableci6ndose 6sta por las diferen- 
c/as positivas c ~ , §  c~,x. De forma que cuanto mayores sean estas 
diferencias m~is robusta ser~t la soluci6n. En cualquier otro caso hay 
holguras nulas entre estas restricciones, lo que determina que 6stas sean 
activas. Disminuyendo la sensibilidad en el orden. 

Se presentan dos casos para su estudio: 

a) Mantener  el orden e intentar mejorar otro objetivo afln empeo- 
rando el situado en orden k. Este caso responde a situaciones en las que 
el orden entre objetivos esfa fuertemente aceptado por los dec/sores, 
resultando, por tanto, inviolable. En esta situaci6n las variaciones de los 
objetivos en dos v6rtices adyacentes vienen dadas por el teorema 1. 

b) Aumentar  el valor del objetivo c ~k afln incumpliendo parcial- 
mente el orden dado. As /dada  la soluci6n 6ptima de (P; c ~', ..., c'p; c'k), 
x(P; c"' ..... c','; c""), pretendemos estudiar los cambios en la soluci6n que 
se producen al aceptar la modificaci6n del orden entre los objetivos en 
las posiciones k y (k + 1)-6sima sin afectar a los restantes 6rdenes entre 
objetivos. 

a) Mantener  el orden mejorando un objetivo situado en lugar distinto 
del k-~simo 

Puesto que en el orden dado optimizamos el objetivo situado en 
lugar k, podria ocurrir que el decisor desee un aumento en cualquier 
otro objetivo distinto del k, a6n disminuyendo el k-6simo optimizado 
anteriormente. 

Los cambios en los diferentes objetivos para poder realizar an/d/sis 
marginales vienen dados por el siguiente teorema, que nos muestra una 
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matriz de cambios de los valores de todos los objetivos en funci6n de 
los cambios de la base factible del orden. 

Teorema 1 

Sea x = x(P;  c "1 ..... c'p; c "~) y sea x' una soluci6n adyacente a x que 
se obtiene introduciendo en la base de x, una variable xj y sacando de 
la base de x, la variable que ocupa el lugar r, xs .  En estas condiciones 
x' conserva el orden entre los objetivos si, y s61o si, se verifica que: 

0 < min {b-'s/b~ = ~ - G~jy~j, y , j  v ~ 0} (1) 
S 

Ademfis, la diferencia entre los valores de los objetivos en ambas solu- 
ciones x, x' es dada por: 

C x  - C x '  = @ , j ( Z . j  - C j )  

Demostraci6n 

Puesto que Qrj = ~' ' , es claro que al entrar en la base x j, saca de 
Y,j  

ella a xsr, si, y s61o si, se verifica (1). Ello es consecuencia del hecho de 
que la soluci6n siga siendo factible. 

La segunda parte es una consecuencia inmediata de las propiedades 
de los costes sombra. �9 

Dado un cambio de base podemos ver el cambio de todos los obje- 
tivos, destacando la mejora de algunos de ellos y la cantidad en que 
disminuye el objetivo k-6simo. A la luz de los costos sombra (positivos 
y negativos)en cada cambio de base, servirgi de ayuda a el decisor. 

E1 siguiente corolario limita el decrecimiento de la funci6n k-6sima 
que estamos optimizando, indicando al decisor el riesgo mfiximo que 
puede llegar a tener con estos cambios, puesto que es posible que cada 
objetivo est6 controlado por un decisor diferente. 

Corolario 

E1 mfiximo decrecimiento del valor 6ptimo de la funci6n objetivo 
c""x,  para cualquier cambio de base viene dado por 

t ;_ ,  

Yr*j* 
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siendo r*, j* los indices donde se alcanza el m~ximo de la expresi6n 

max {~,j(z~ ~ - c'~J)/y,~ > 0 y min b~/> O} 
r , j  s 

b) A u m e n t a r  la f unc i6n  obje t ivo  c ~ 

A1 ser 6ptimo el objetivo o" k para la soluci6n actual, no se puede 
aumentar  el valor de dicho objetivo a no ser que se intercambie el orden 
preestablecido y optimicemos de nuevo el objetivo a k, ahora en posici6n 
k + 1. Para  modificar parcialmente entre k y k + 1 este orden, es obli- 
gado hacer tres cambios entre objetivos adyacentes, que se concretan en: 

(A1) c ~ k * , x - c ~ , x ~ < O  ; (A2) c ~ ` - , x - c ~ k + , x < ~ O  

(A3) c'~x - c "~§ <~ 0 

(A2) y (A3) son consistentes con las restricciones del sistema original y, 
por tanto, las afiadimos sin m~.s a dicho sistema. En (A1) se cambia el 
sentido de la restricci6n en el sistema original. E1 estudio del aumento 
del valor del objetivo a k e n  la nueva regi6n estfi infimamente relaciona- 
do, como probarnos en el teorema 2, con el earfieter activo de una 
restricci6n y con la consistencia del nuevo sistema, quedando reducido 
a detectar cuando la nueva regi6n ordenada es factible. 

Consideremos el problema (P; c ~,, ..., c ~,-,, c ~ .... , c',; c "~) cuya matriz 
de restricciones serfi, po t  tanto, 

M = N '  12x2 A 

siendo C' la matriz de 2 • (m + (p - 1)) de los coeficientes de las res- 
tricciones (A2) y (A3) correspondientes a l a s  variables bfisicas de la 
soluci6n 6ptima 

x(P; c ~', ..., c~p; c ~k) 

hallada en el problema previo y N' los coeficientes asociados a l a s  
variables no bfisicas de las mismas restricciones. E1 vector de t6rminos 
independientes b 1 del problema es: 

b, :[oL,] 
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En la matriz,  los coeficientes de la fila correspondiente  a la restric- 
ci6n (A1), son los t6rminos de dicha restricci6n, que es la opues ta  de la 

correspondiente  ecuaci6n en el sistema original. 
E1 teorema siguiente caracteriza el crecimiento del objetivo a k en las 

reordenaciones que siendo factibles in te rcambian  s61o el orden entre los 

dos objetivos a k y O'k+ 1 mencionados  anter iormente .  

Teorema 2 

D a d o  un problema ordenado  (P; c ~' . . . .  , cap; c'~), sea P' el p roblema 

(P; c "', ..., c "~-~, c ~ ... . .  c"'; c ~) cuya ordenacibn  intercambia el orden de 

los objetivos k y (k + 1)-6simo. Entonces  se verifica: 

a) Si c'~k+'x(P; c 'n, ..., c"p; c '~) - c ~ x ( P ;  c", ,  ..., c~',; c ~)  > O, o P '  no 
tiene soluci6n o el 6p t imo de P' es menor  que el de (P; c% ..., c~,; c~k). 

b) Si c ~ + , x ( P ;  c ~, . . . . .  c",; c ~)  - c"*x(P; c a,, ..., c~,; c~9 = 0, el 6pt imo 
de P' mejora  estr ic tamente el valor anter ior  si, y s61o si, la variable de 

holgura  de la restricci6n (A1) es no b~sica en toda  soluci6n 6p t ima de 
(P; c ~, .. . .  , c~,; c~). 

Demostracibn 

La demostraci6n de a) es consecuencia de que d'k+'x(P;  c ~', .... c",; 

c ~'~) - - d ' * x ( P ;  c ~' . . . . .  ca,; c ~*) > 0 implica que o bien la restricci6n 
c ~247 - c~kx <~ 0 es no factible, o bien que sobre S~ el m a y o r  valor del 

objetivo c ~ sobre la restricci6n anter ior  es menor  que el ob ten ido  en 

x (P;  c ~', ..., c~'; c ~ ) .  

E1 primer caso implica que la regi6n factible de P' es vacia lo que 
prueba el resultado. En el segundo caso, x ( P ;  c %  ..., c~p; c ~ )  es tambi~n 

un punto  con m a y o r  valor del objetivo c ~ que cualquier o t ro  s i tuado 
en S c~ {x e •": c ~ ' ~ x -  c"~+,x > 0}, pues en ot ro  caso bastar ia  con unir  
dicho punto  con un segmento que por  convexidad estaria conten ido  en 
S y cuya intersecci6n con el hiperplano c"*x - c~'*+,x = 0 daria  un punto  

con m a y o r  valor del objetivo c ~k que x ( P ;  d "  . . . . .  c~,'; c~ ) ,  1o cual es una  
contradicci6n,  lo que termina  la prueba de a). 

E1 resultado b) se deduce de que al producirse s61o un cambio  entre 
los objetivos k-6simo y (k + 1)-6simo la nueva regi6n factible estar~t 
contenida  en el cono en el que se verifican las restricciones anteriores 
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del orden salvo la k-6sima y tres nuevas restricciones 

d . - , x  - c~*+,x <<. O , c ~ §  - c~"x <<. O , c '~x  - c'~*§ <~ O 

Conoc ida  x(P;  c ' ' ,  ..., c'p; c "~) y la descomposici6n 6pt ima asociada 
a esta soluci6n (B, N), que verificar~t (z~ k - c~ ~) >~ 0 V j, la obtenci6n de 
una descomposici6n inicial (B, N) para  el p rob lema P'  depende de que 

la variable de holgura  Xm§ de la restricci6n (A1), est6 o no en la base B. 

i) Xm+ k pertenece a B. 

O 
(B, N) = k 12 • 2 N' ] 

siendo e k �9 ~(,,+p_ i~ • (re+p- 1~, la matr iz  diagonal  siguiente: 

m + k  

E1 l ~ 
e k =  - - 1 .  m + k  

" 

1 

m es el nf imero de restricciones de A x  <~ b y k la restricci6n que se quiere 

cambiar  de signo. 
Entonces  los costes sombra  ~N -- gN de las variables no bfisicas para  

este p rob lema  son 

[ C'ekB-tekekB-tek I2 • 2 J L O  7 [e N7s, ~N eN --  EN = [Cs, O] ] - -  CN = C s e k B -  - -  CN 

Por  tanto,  deducimos que ~j -- gj = z; - c j  >~ 0 en esta base, puesto que 

e k s61o afecta con un cambio  de signo al correspondiente  coeficinte en 
el objetivo de X , + k ,  que al ser una  variable de holgura  es nulo, en ambos  

problemas  P'  y (P; c "~, ..., c'p; c~ 

ii) Xm+ k no pertenece a B. 

o 

I2• 
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siendo fk ~ ~tm + p- 1) • n, dada por la siguiente matriz: 

A = 

m + k  

-1  ...... 0 ...... 0 -  
". 

." 

- 1  
o 

. .  

"1 

0 

_0 ...... 0 ...... O_ 

m + k '  

y e k definida anteriormente. 
Entonces los costes sombra no bfisicos para este problema son: 

[- B - ' e  k | -[[e, NZ,]_ 
 s-6s=[cs' O][-C'B-'ek N'  J C N = c B B - ' N f k - - C N  

En este caso la matrizfk cambia flnicamente el signo del elemento zm+ k 

que corresponde a la variable de holgura de la restricci6n (A1) y tenien- 
do en cuenta que su coste es nulo al ser holgura, entonces todos los 
costes sombra g j - 6 / = z  i - c / ~ >  0, son iguales en esta base, salvo el 
correspondiente a Xm • que cambia de signo. Como por hip6tesis no es 
parte de ninguna soluci6n 6ptima del problema original, su coste som- 
bra era estrictamente positivo y al cambiar  de signo en esta base de P', 

serfi estrictamente negativo. Entonces siempre se mejorarfi la soluci6n 
de P', introduciendo esta variable en la base. �9 

4. E N U M E R A C I O N  DE R E G I O N E S  O P T I M A S  

Por  filtimo hemos de abordar  el problema de conocer la valoracibn 
del objetivo c '~k en todas las regiones en las que su ordenaci6n es la 
k-6sima. El algoritmo que proponemos est~i basado en el propuesto por 
Puerto (1990) para la resoluci6n del problema lineal ordenado. En esen- 
cia es un algoritmo de ramificaci6n que enumera todas las posibles 
regiones en las que el objetivo considerado se ordena en la posici6n 
k-6sima. 
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Para definir las reglas de ramificaci6n que utiliza el algoritmo es 
necesario generalizar la familia de conjuntos S o, definida en la primera 
secci6n. 

Sea I _~ {1, 2 ..... p} un subconjunto de indices de los p primeros 
n fmeros  naturales, con card (I) = k, entonces si o-e Perm (I) el conjunto 
S o ser~i 

S o = {xe N": x e S ,  C~'x - C~,§ <~ 0; i = 1, 2, ..., k - 1} 

Notaci6n. En lo que resta escribiremos un indice t con prima, l', 
para indicar el/-6simo indice del conjunto {1, 2, ..., p}\{i*},  donde i* se 
fij6 de antemano. 

Definici6n 1 

La funci6n posici6n de un indice i, pos (i), en un conjunto de indices 
I es aquella definida por la aplicaci6n 

pos: I ~ {1, 2, ..., card (I)} 
i ---, pos (i) = Lugar ocupado por i en I 

Definici6n 2 

Dado un conjunto X la ramificaci6n segfln la regla B a primer nivel, 
que denotaremos por Fs(X ), es la familia de todos los subconjuntos de 
X que se obtienen al descomponer este conjunto segfln la regla B. 

La ramificaci6n de k-~simo nivel (k ~< p), que denotaremos por Fk(x), 
es la familia de todos los subconjuntos de X obtenidos al ramificar segfln 
la regla B, la familia F k- I(X), de todos los subconjuntos descendientes 
al nivel (k - 1)-6simo. 

Consideremos la siguiente regla de ramificaci6n. 

Regla de ramificaci6n 

La ramificaci6n B de una partici6n activa asociada con un objetivo 
i*, para el problema PR viene dada segfln las posiciones de i*, por las 
familias de regiones siguientes: 

FB(S,i,)=~Sti,,r)~ si k =  1 i) 
(S(1,,i,) k..) S ( i . l ,  ) si k > 1 

ii) Sea So -~ S con a = (a 1 ..... ah) h < p, entonces: 
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a) Si pos ( i* )<  k -  ( p - h ) ,  el objetivo i* no puede alcanzar la 
posici6n k y, por  tanto, no se divide S~. 

b) Si pos (i*) = k - (p - h). 

F~(S~, i*) = Sigh§ 1~'~,,...,~ ~ "'" ~ S ~  ...... ~h+ 1~'i*....,~) 

c) S i k - ( p - h ) < p o s ( i * ) < k  

FB(S, i*) = S((h+ l)'0-1,...,0-h) k...) S ( o - l ( h §  1),,...,0-h) ~ )  " ' "  k...) S(o- ...... o , ( h +  1)') 

d) Si pos (i*) = k 

FB(Sa ,  i*) = S~t r ...... i*(h+ 1)' , . . . ,a,)  k..) . . .  k.3 S ( t  r ...... o n ( h +  I)') 

La regla de ramificaci6n anterior esth basada en el estudio de las 
diferentes posiciones en cuanto al orden del objetivo a optimizar, asi 
como sus posiciones relativas al ir insertando secuencialmente nuevos 
objetivos afin no considerados de forma que en la ordenacio'n completa 
el objetivo i*, pueda ordenarse en la posici6n deseada k. 

De la definici6n anterior se deduce que todo subconjunto resultante 
de una ramificaci6n de un conjunto activo, esth incluido en dicho con- 
junto. Designemos por  ~ la colecci6n actual de ramificaciones del 
conjunto S y por (A, r) al subconjunto A de la familia ~-, que se 
ramificar/t segfn la regla B por el objetivo r. 

Algoritmo 

PasoO.  H a i r S  1 = S ; r = l ; ~ - - { ( S l ,  rl) ). 

Paso  1 .  Si ~ -- ~b parar en otro caso, seleccionar un elemento de 

(S i, ri) de ~ ,  con r i -- max ~j: (A, j ) � 9  ~ ) .  

Paso 2. Si r = p evaluar v(c ~k, (Si, ri) ) -- max { c ~ x  x �9 Si). Guardar  
S i y v(c ~ ,  PA),  como un conjunto ordenado y su valoraci6n con el 
objetivo c ~ en posici6n k-6sima. 

En otro caso, dividir S i segOn la regla B y afiadir a ~ los conjuntos 

(Sij, ri+l) obtenidos al dividir S i. 
En cualquier caso borrar  (Si, ri) de ~ .  

Paso  3. Volver al paso 1. 

El algortimo propuesto con los procedimientos de ramificaci6n y 
actualizaci6n referidos es convergente. 
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Teorema 3 

E1 algortimo descrito con las reglas de ramificaci6n B, siendo el 
conjunto factible S no vacio, termina en nflmero finito de iteraciones. 

Demostraei6n 

Nbtese que para cada objetivo i, su sondeo puede suponer a lo sumo 
la ramificaci6n del conjunto S, a trav6s de todos los conjuntos de F~(S, 
i) y su evaluaci6n. Por construcci6n card (F~(S, i)) ~< (p - 1)!. Con lo que 
una cota superior para el nOmero de iteraciones del proceso es este 
valor. �9 

5. C O N C L U S I O N E S  

Los resultados del presente trabajo permiten realizar exploraciones 
de la soluci6n 6ptima del problema lineal ordenado. Partiendo de un 
orden dado, el cual puede ser una primera aproximaci6n a los deseos 
del decisor, el amilisis de sensibilidad realizado permite encontrar  solu- 
ciones satisfactorias al problema original, mediante el uso de compara- 
ciones marginales de utilidad. 
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